
Ìàòåìàòèêà � ðåøåíèÿ 10 êëàññ

1. Íàéäèòå âñå òðîéêè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (x, y, z), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå óðàâ-
íåíèé: 

x3y3z3 = 1;

xy5z3 = 2;

xy3z5 = 3.
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Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ëþáîå èç òð¼õ óðàâíåíèé. Âñå òðè ïåðåìåííûå â í¼ì ñòîÿò â
íå÷¼òíûõ ñòåïåíÿõ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ëèáî âñå òðè ÷èñëà x, y, z ïîëîæèòåëüíûå, ëèáî ñðå-
äè íèõ äâà îòðèöàòåëüíûõ è îäíî ïîëîæèòåëüíîå. Ïðè÷¼ì ïðè íàëè÷èè îòðèöàòåëüíûõ
åñëè ó íèõ îáîèõ ñìåíèòü çíàê, ìû ïîëó÷èì ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äîñòàòî÷íî íàéòè âñå ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ. Ìåíÿÿ ó íèõ
çíàêè, ïîëó÷èì è âñå îñòàëüíûå.

Èòàê, ñ÷èòàåì, ÷òî x, y, z > 0. Äåëèì âòîðîå óðàâíåíèå íà ïåðâîå, ïîëó÷àåì y2 = 2x2,
ò.å. y =

√
2x. Äåëèì òðåòüå óðàâíåíèå íà ïåðâîå, ïîëó÷àåì z2 = 3x2, ò.å. z =
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Ïîäñòàâëÿÿ âñ¼ â ïåðâîå, ïîëó÷àåì
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Èòàê, åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå íàéäåíî. Ñ ó÷¼òîì çàìå÷àíèÿ ïðî çíàêè
ïîëó÷àåì åù¼ 3 ðåøåíèÿ, ò.å. âñåãî 4 ðåøåíèÿ, óêàçàííûõ â îòâåòå.

Êðèòåðèè.

(�) íåò ðåøåíèÿ

(�.) âûâîä îäíîãî èç âûøå ïåðå÷èñëåííûõ ñîîòíîøåíèé

(�/+) âûâîä ñîîòíîøåíèé x2 = (y2)/2 = (z2)/3

(+/2) ðåøåíèå ñ îøèáêàìè â çíàêàõ, ïðèâîäÿùåå ê íåâåðíîìó îòâåòó

(+/�) àðèôìåòè÷åñêèå îøèáêè â ðåøåíèè

(+.) ðåøåíèå, â êîòîðîì åñòü íåâåðíûå óòâåðæäåíèÿ ñî çíàêàìè, íî â èòîãå îòâåò
âåðíûé

(+) ÷èñòîå ðåøåíèå



2. Äàí òðåóãîëüíèê ABC, ∠B = 90◦. Íà ñòîðîíàõ AC, BC âûáðàíû òî÷êè E è D

ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå, ÷òî AE = EC, ∠ADB = ∠EDC. Íàéòè îòíîøåíèå CD : BD.

Îòâåò. 2 : 1

Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì òðåóãîëüíèê A′BC, ñèììåòðè÷íûé äàííîìó îòíîñèòåëüíî ñòî-
ðîíû BC. Òî÷êè A′, D,E ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ò.ê. ∠A′DB = ∠EDC. Ñëåäîâàòåëüíî
D � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí A′E è CB òðåóãîëüíèêà AA′C, è äåëèò èõ â îòíîøåíèè
2 : 1 ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû.

Êðèòåðèè.

(�.) Ðàññìîòðåí ÷àñòíûé ñëó÷àé, ãäå ïîëó÷åí ïðàâèëüíûé îòâåò, íî â ðåøåíèè áû-
ëî ïîëó÷åíî, ÷òî â òðåóãîëüíèêå óãîë ðàâåí 30. Ëèáî â ðåøåíèè áûëî ïîëó÷åíî
ïîäîáèå, ãäå ïðè íàõîæäåíèè êîýôôèöèåíòà ïîëó÷àëñÿ ïðàâèëüíûé îòâåò.

(�/+) Ïîëó÷åí ïðàâèëüíûé îòâåò, íî â ðåøåíèè íå äîêàçàíî, ïî÷åìó Ê=2 è îòñóòñòâóþò
ïîäîáèÿ, â êîòîðîì ýòîò êîýôôèöèåíò ìîã áûòü íàéäåí.

(+/2) Ïîëó÷åí ïðàâèëüíûé îòâåò, íî â ðåøåíèè ïðèñóòñòâóþò ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå
èñïîëüçóþòñÿ â ðåøåíèè, íî íå äîêàçàíî ïî÷åìó.

(+/�) Ïîëó÷åí ïðàâèëüíûé îòâåò, ïîêàçàíî èç êàêîãî ïîäîáèÿ âûõîäèò íóæíûé êîýô-
ôåöèåíò ïîäîáèÿ, íî íå ñêàçàíî ïî÷åìó (ò.å. èç ðåøåíèÿ âèäíî ïî÷åìó ýòî òàê,
íî íåò ññûëêè íà ýòî â äîêàçàòåëüñòâå). Ëèáî íå ïîëó÷åí îòâåò, íî ïî ðåøåíèþ
âèäíî, ÷òî ìîæíî ïîëó÷èòü íóæíûé êîýôôèöèåíò, ÷òîáû âûâåñòè ïðàâèëüíûé
îòâåò, íî ïî÷åìó-òî ýòî ñäåëàíî íå áûëî.

(+.) Àðèôìåòè÷åñêàÿ îøèáêà ïðè ïðàâèëüíîì ðåøåíèè, êîòîðàÿ ïðèâåëà ê íåïðàâèëü-
íîìó îòâåòó. Ëèáî ïîëó÷åí ïðàâèëüíûé îòâåò, íî â ðåøåíèè âñòðå÷àþòñÿ îøèáêè
â îáîçíà÷åíèÿõ, èç-çà êîòîðûõ ðåøåíèå ñòàíîâèòñÿ íå ÿñíûì.



3. Â ñòðàíå Ëèìïîïî åñòü ÷åòûðå íàöèîíàëüíûå âàëþòû: áàíàíû (Á), êîêîñû (Ê),
åíîòû (E) è äîëëàðû ($). Íèæå ïðèâåäåíû êóðñû îáìåíà ýòèõ âàëþò (îäèíàêîâûå âî
âñåõ îáìåííûõ ïóíêòàõ ñòðàíû):

×èñëî íà ñòðåëêå ïîêàçûâàåò, ñêîëüêî åäèíèö, óêàçàííûõ â êîíöå ñòðåëêè, ìîæíî ïîëó-
÷èòü çà åäèíèöó, óêàçàííóþ â íà÷àëå ñòðåëêè. Íàïðèìåð îäíîãî åíîòà ìîæíî îáìåíÿòü
íà 6 áàíàíîâ èëè íà 11 êîêîñîâ, îäèí äîëëàð íà 10 êîêîñîâ à îäèí êîêîñ - íà 1/15
äîëëàðà. (Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ëþáóþ âàëþòó ìîæíî äðîáèòü íà ñêîëü óãîäíî ìåëêèå
÷àñòè: íàïðèìåð îáìåíÿòü 101/43 åíîòà íà 606/43 áàíàíà). Îáìåíû $� E â Ëèìïîïî
çàïðåùåíû.

Ïåðåâîçèòü äåíüãè ÷åðåç ãðàíèöó Ëèìïîïî ìîæíî òîëüêî â äîëëàðàõ. Äÿäÿ Âàñÿ
ïðèåõàë â Ëèìïîïî, èìåÿ ïðè ñåáå 100 äîëëàðîâ. Îí ìîæåò âûïîëíÿòü óêàçàííûå âûøå
îïåðàöèè îáìåíà âàëþò íåîãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî ðàç, íî íå èìååò íèêàêèõ äðóãèõ
èñòî÷íèêîâ äîõîäà. Ìîæåò ëè îí ðàçáîãàòåòü è óâåçòè èç Ëèìïîïî 200 äîëëàðîâ? Åñëè
äà � îáúÿñíèòå, êàê. Åñëè íåò, äîêàæèòå.

Îòâåò. Ìîæåò.

Ðåøåíèå. Îòìåòèì, ÷òî â óñëîâèè çàäà÷è íå ñêàçàíî ÿâíî, òðåáóåòñÿ ëè ïîëó÷èòü
íå ìåíåå 200$, èëè ðîâíî 200$. Îòâåò ïîëîæèòåëüíûé äëÿ îáåèõ òðàêòîâîê óñëîâèÿ.
Õîòÿ ïîíÿòíî, ÷òî ðåøåíèå äëÿ ñëó÷àÿ �ðîíî 200$� ðåøàåò òàê æå è âòîðîé ñëó÷àé,
ìû ïðèâåä¼ì ðàçíûå ðåøåíèÿ äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ, ò.ê. â ðàáîòàõ ó÷àñòíèêîâ äîñòàòî÷íî
÷àñòî âñòðå÷àëèñü îáå òðàêòîâêè.

à) Íóæíî ïîëó÷èòü íå ìåíåå 200$.

Ðàññìîòðèì öèêë K→ E → Á → K. Åñëè îáìåíèâàòü äåíüãè ïî òàêîìó öèêëó, òî
êîëè÷åñòâî äåíåã óâåëè÷èâàåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áûëî èçíà÷àëüíî x êîêîñîâ, òî
îíè îáìåíèâàþòñÿ íà x

11
åíîòîâ, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü îáìåíèâàþòñÿ íà 6x

11
áàíàíîâ,

êîòîðûå îáìåíèâàþòñÿ íà 12x
11

êîêîñîâ. Òàêèì îáðàçîì, èç x êîêîñîâ ïîëó÷àåòñÿ 12x
11

êîêîñîâ.

Ñòðàòåãèÿ äÿäè Âàñè òàêîâà: âíà÷àëå îáìåíÿòü 100 äîëëàðîâ íà 1000 êîêîñîâ. Çàòåì
îáìåíèâàòü èõ ïî óêàçàííîìó âûøå öèêëó, ïîêà íå ïîëó÷èòñÿ áîëåå 3000 êîêîñîâ. Äëÿ
ýòîãî öèêë ïðèä¼òñÿ ïðîéòè n ðàç, ãäå n òàêîâî, ÷òî

(
12
11

)n
> 3. Ïîñêîëüêó 12

11
> 1, ýòî

íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó n > log 12
11
3. Î÷åâèäíî, íàòóðàëüíîå n, óäîâëåòâî-

ðÿþùåå ýòîìó óñëîâèþ, ñóùåñòâóåò.

Ïîëó÷èâøèåñÿ â ðåçóëüòàòå êîêîñû ñëåäóåò îáìåíÿòü íà äîëëàðû, êîòîðûõ ïîëó-
÷èòñÿ íå ìåíåå 3000

15
= 200.

á) Íóæíî ïîëó÷èòü ðîâíî 200$. Ðàññìîòðèì òîò æå öèêë, ÷òî â ïóíêòå à), íî áóäåì
êàæäûé ðàç çàïóñêàòü ïî îáìåííîìó öèêëó ðîâíî 11 êîêîñîâ, ò.å. ïðèáûëüíûé 12-é
êîêîñ áóäåì êàæäûé ðàç îòêëàäûâàòü. Òîãäà, ñäåëàâ n öèêëîâ, ìû ìîæåì çàðàáîòàòü
ðîâíî n êîêîñîâ. Òåïåðü ñòðàòåãèÿ íàïðèìåð òàêîâà: îáìåíèâàåì 100$ íà 1000 êîêîñîâ,
áåð¼ì 11 èç ýòîé 1000 è ïðîèçâîäèì n ðàç öèêë, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì 1000+n êîêîñîâ.
Åñëè n = 2000, òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì 3000 êîêîñîâ, êîòîðûå îáìåíÿåì îáðàòíî íà
200$.



Êðèòåðèè.

(�/+) Íàéäåí öèêë, êîòîðûé óâåëè÷èâàåò êàïèòàë, è áîëåå íå ñäåëàíî íèêàêèõ çíà÷è-
ìûõ ïðîäâèæåíèé.

(+/�) Ïðèâåä¼í àëãîðèòì, äàþùèé ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò êàïèòàëà, îäíàêî íå ïðèâå-
äåíî äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ýòîò àëãîðèòì êîãäà-ëèáî äîñòèãíåò íóæíîé ñóì-
ìû, èëè ïðèâåäåíî íåâåðíîå äîêàçàòåëüñòâî, íàïðèìåð, íåîãðàíè÷åíîñòü êàïèòàëà
�âûâåäåíà� èç åãî âîçðàñòàíèÿ.

(+) Çàäà÷à ïîëíîñòüþ ðåøåíà. Â ñëó÷àå ïðèâåäåíèÿ àëãîðèòìà ñ ëèíåéíûì ïðèðîñòîì
êàïèòàëà îáîñíîâàíèÿ òîãî, ÷òî íóæíàÿ ñóììà áóäåò äîñòèãíóòà, íå òðåáóåòñÿ.



4. Äàíû òðè òî÷êè A,B,C, îáðàçóþùèå òðåóãîëüíèê ñ óãëàìè 30◦, 45◦, 105◦. Âûáèðàþò-
ñÿ äâå èç ýòèõ òî÷åê, è ïðîâîäèòñÿ ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó, èõ ñîåäèíÿþ-
ùåìó, ïîñëå ÷åãî òðåòüÿ òî÷êà îòðàæàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ýòîãî ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêó-
ëÿðà. Ïîëó÷àåì ÷åòâ¼ðòóþ òî÷êó D. Ñ ïîëó÷èâøèìñÿ íàáîðîì èç 4 òî÷åê îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ òà æå ïðîöåäóðà � âûáèðàþòñÿ äâå òî÷êè, ïðîâîäèòñÿ ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð
è âñå òî÷êè îòðàæàþòñÿ îòíîñèòåëüíî íåãî. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ

òî÷åê ìîæíî ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå ìíîãîêðàòíîãî ïîâòîðåíèÿ ýòîé ïðîöåäóðû?

Îòâåò. 12 òî÷åê.

Ðåøåíèå. ÏÅÐÂÛÉ ÑÏÎÑÎÁ.

1. Ïóñòü XY � ãðàíèöû îòðåçêà, ê êîòîðîìó ìû ïðîâîäèì ñðåäèííûé ïåðïåíäèêó-
ëÿð; Z � òî÷êà, êîòîðóþ îòðàæàåì; Z ′ � îáðàç Z. Òîãäà òî÷êà Z ′ ëåæèò íà îêðóæíîñòè,
îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà XY Z. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñåðåäèííûé ïåðïåíäè-
êóëÿð ê ëþáîé õîðäå ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð îêðóæíîñòè è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ å¼
îñüþ ñèììåòðèè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå íîâûå ïîëó÷àþùèåñÿ òî÷êè áóäóò ëåæàòü íà
îäíîé îêðóæíîñòè.

2. Äîêàæåì, ÷òî åñëè äîñòèãíóòî ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî òî÷åê, òî âñå îíè ÿâ-
ëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà. Êàê äîêàçàíî âûøå, âñå îíè ëåæàò
íà îäíîé îêðóæíîñòè. Âûáåðåì êàêóþ-òî èç ïîëó÷èâøèõñÿ òî÷åê, íàçîâåì åå ïåðâîé,
à îñòàëüíûå çàíóìåðóåì ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Âûáåðåì òðè ïîñëåäîâàòåëüíûå òî÷-
êè Ai−1, Ai è Ai+1 è ïðîâåäåì ñðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó Ai−1Ai+1. Åñëè îí
íå ïðîõîäèò ÷åðåç Ai, òî ïðè îòðàæåíèè òî÷êè Ai îòíîñèòåëüíî íåãî ïîëó÷èëàñü áû
åùå îäíà òî÷êà íà äóãå Ai−1Ai+1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè. Çíà÷èò Ai ëå-
æèò íà ýòîì ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå, à ïîòîìó îòðåçêè AiAi+1 è AiAi−1 ðàâíû.
Òàêèì îáðàçîì, âñå òî÷êè îáðàçóþò âïèñàííûé ìíîãîóãîëüíèê ñ ðàâíûìè ñòîðîíàìè,
ò.å. ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê.

3. Äîêàæåì, ÷òî ãðàäóñíàÿ ìåðà äóãè ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè òî÷êàìè íå ìîæåò
áûòü ìåíüøå 30◦. Ïóñòü îòðàæàåì òî÷êó Z îòíîñèòåëüíî ñðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê
XY , òî÷êè Z è X ëåæàò â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ïåðïåíäèêóëÿðà, à îáðàç

Z ïðè îòðàæåíèè � òî÷êà Z ′ (ñì. ðèñóíîê íèæå). Òîãäà äóãà
^

Z ′Y ðàâíà äóãå
^

ZX. Ïóñòü

äàëåå T � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íà îêðóæíîñòè. Òîãäà äëÿ äóãè
^

TZ ′ èìååò ìåñòî ðàâåí-

ñòâî
^

TZ ′= ±
^

TY ±
^

XZ (çíàêè âûáèðàþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê è
ñïîñîáà èçìåðåíèÿ äóã, íà ðèñóíêå íèæå ðàññìîòðåí îäèí èç ñëó÷àåâ).Òîãäà ãðàäóñíàÿ

âåëè÷èíà äóãè
^

TZ ′ êðàòíà íàèáîëüøåìó îáùåìó äåëèòåëþ äóã
^

TY è
^

XZ, ò.å. ÍÎÄ ãðà-
äóñíûõ âåëè÷èí âñåõ äóã ïðè òàêîé îïåðàöèè îñòà¼òñÿ íåèçìåííûì. Èçíà÷àëüíî òî÷êè
A, B, C ðàçáèâàþò îêðóæíîñòü íà äóãè, ãðàäóñíûå ìåðû êîòîðûõ ðàâíû 60◦, 90◦, 210◦.
Ñîîñòâåòñòâåííî, íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ðàâåí 30◦, à çíà÷èò ãðàäóñíûå ìåð âñåõ
ïîëó÷àåìûõ äóã áóäóò êðàòíû 30◦ è íå ñìîãóò áûòü ìåíüøå 30◦.



4. Áóäåì òåïåðü âûïîëíÿòü óêàçàííóþ â çàäà÷å îïåðàöèþ äî òåõ ïîð, ïîêà ìîæíî ïî-
ëó÷èòü õîòÿ áû îäíó íîâóþ òî÷êó. Èç äîêàçàííîãî âûøå ï.3 ñëåäóåò, ÷òî ýòî íå ìîæåò
ïðîäîëæàòüñÿ áåñêîíå÷íî: âñå äóãè ñ êîíöàìè â ïîëó÷àþùèõñÿ òî÷êàõ êðàòíû 30◦,
ïîýòîìó îáùåå êîëè÷åñòâî òî÷åê áóäåò íå áîëüøå 12. Â òî æå âðåìÿ èç ï.2 ñëåäóåò,
÷òî êîãäà áóäåò äîñòèãíóò ìàêñèìóì, òî÷êè áóäóò îáðàçîâûâàòü ïðàâèëüíûé ìíîãî-
óãîëüíèê, ïðè÷¼ì âåëè÷èíà äóãè ìåæäó ñîñåäíèìè åãî âåðøèíàìè áóäåò íàèáîëüøèì
îáùèì äåëèòåëåì âñåõ îñòàëüíûõ äóã, ò.å. áóäåò ðàâíà 30◦. À çíà÷èò òî÷åê áóäåò ðîâíî
360/30 = 12.

ÂÒÎÐÎÉ ÑÏÎÑÎÁ

Òî÷êè, ïîëó÷àþùèåñÿ â ðåçóëüòàòå îòðàæåíèé, à òàê æå òî÷êè A,B,C, äàííûå èç-
íà÷àëüíî, áóäåì íàçûâàòü îòìå÷åííûìè.

Ðàññìîòðèì ïðàâèëüíûé 12-óãîëüíèê A1A2 . . . A12. Óãëû òðåóãîëüíèêà A1A3A6 ðàâ-
íû 30◦, 45◦, 105◦, ò.å. ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èçíà÷àëüíî îòìå÷åíû òî÷êè A1, A3, A6. Äîêà-
æåì, ÷òî âñå îòìå÷åííûå òî÷êè áóäóò âåðøèíàìè äàííîãî 12-óãîëüíèêà. Äîêàçûâàåì
èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó îòðàæåíèé. Èçíà÷àëüíî ýòî âåðíî. Ïóñòü ýòî âåðíî ïîñëå
n−1 îòðàæåíèé. Òîãäà îòðàæåíèå ñ íîìåðîì n âûïîëíÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî ñåðåäèííîãî
ïåðïåíäèêóëÿðà ê êàêîìó-òî èç îòðåçêîâ AiAj. Íî ëþáîé òàêîé ñåðåäèííûé ïåðïåí-
äèêóëÿð ÿâëÿåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè 12-óãîëüíèêà, è çíà÷èò âñå åãî âåðøèíû ïåðåéäóò
ñíîâà â âåðøèíû. Ò.å. íîâûå îòìå÷åííûå òî÷êè ñíîâà áóäóò âåðøèíàìè ìíîãîóãîëüíè-
êà. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Èòàê, íèêàêèõ äðóãèõ îòìå÷åííûõ òî÷åê êðîìå âåðøèí 12-ãîëüíèêà íå áóäåò. Òåïåðü
ïîêàæåì, ÷òî âñå 12 âåðøèí ìîæíî ñäåëàòü îòìå÷åííûìè. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ðàçíûìè
ñïîñîáàìè.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü (AiAj)→ Ak, Al, . . . , êîòîðàÿ îçíà÷àåò, ÷òî â ðåçóëüòàòå
îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê îòðåçó AiAj ïîÿâÿòñÿ íîâûå
îòìå÷åííûå òî÷êè Ak, Al...

Èçíà÷àëüíî îòìå÷åíû A1, A3, A6.

(A1A6)→ A4

(A1A3)→ A10, A12

(A1A4)→ A2, A5, A11, A7

(A6A7)→ A8, A9.

Òåïåðü îòìå÷åíû âñå 12 âåðøèí.



Êðèòåðèè. Â ïîëíîì ðåøåíèè äîëæíû áûòü ÿâíî ïðîïèñàíû äâå ÷àñòè: 1) äîêàçà-
òåëüñòâî òîãî, ÷òî áîëüøå 12 òî÷åê ïîëó÷èòü íåâîçìîæíî, è 2) äîêàçàòåëüñòâî òîãî,
÷òî ðîâíî 12 òî÷åê ìîæíî ïîëó÷èòü.

Åñëè ïðèñóòñòâóåò òîëüêî îäèí èç ýòèõ äâóõ ïóíêòîâ, ðåøåíèå îöåíèâàåòñÿ êàê
íåïîëíîå.

(�) Ïðàâèëüíûé îòâåò, ïîëó÷åííûé ñ ïîìîùüþ íåâåðíûõ èëè íèêàê íå îáîñíîâàííûõ
äåéñòâèé (íàïðèìåð äåëåíèå óãëà 360◦ íà íàèìåíüøèé óãîë òðåóãîëüíèêà).

(�.) Ðàçóìíûå ðàññóæäåíèÿ â ðåøåíèè. Íàïðèìåð: óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ìàêñèìóì äî-
ñòèãàåòñÿ, êîãäà òî÷êè îáðàçóþò ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê.

(�/+) Äîêàçàíî, ÷òî âñå òî÷êè ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

(+/2) ïîñòðîåí ïðèìåð (ëèáî çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðàæåíèé, ëèáî íàðèñîâàí
12-óãîëüíèê è ïîêàçàíî ðàñïîëîæåíèå èçíà÷àëüíîãî òðåóãîëüíèêà + îáúÿñíåíî,
êàê ïîëó÷èòü ñîñåäíèå òîî÷êè),

(+/�) ïîñòðîåí ïðèìåð + åñòü äîêàçàòåëüñòâî ìàêñèìàëüíîñòè ñ ñåðüåçíûìè íåäî÷åòàìè

èëè

åñòü ÷èñòîå (èëè ñ íåçíàèòåëüíûìè íåäî÷åòàìè) äîêàçàòåëüñòâî ìàêñèìàëüíîñòè,
íî íå ïîñòðîåí ïðèìåð.

(+.) Ìåëêèå íåäî÷¼òû ïðè â öåëîì ïðàâèëüíîì ðåøåíèè.

(+) Ïðàâèëüíîå ðåøåíèå áåç íåäî÷¼òîâ, ñîäåðæàùåå îòâåò è âñå íåîáõîäèìûå øàãè
äîêàçàòåëüñòâà.



5. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè f(x), äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ âñå òðè ïåðå÷èñëåííûõ
íèæå óñëîâèÿ:

• îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(x) � ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R,

• ïðè ëþáîì b ∈ R óðàâíåíèå f(x) = b èìååò ðîâíî îäíî ðåøåíèå,

• ïðè ëþáîì a > 0 è ëþáîì b ∈ R óðàâíåíèå f(x) = ax + b èìååò íå ìåíåå äâóõ
ðåøåíèé.

Îòâåò. f(x) =

1/x, x 6= 0;

0, x = 0.

Çàìå÷àíèå: ýòî ïðîñòåéøèé ïðèìåð, íî âîçìîæíû è äðóãèå îòâåòû. Â ðàáîòàõ ó÷àñò-
íèêîâ îëèìïèàäû âñòðå÷àëèñü äîâîëüíî ñëîæíûå ïðèìåðû íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ âñåì óñëîâèÿì çàäà÷è.

Ðåøåíèå. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèé.

• Ïðÿìî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà ïðè âñåõ x ∈ R.

• Åñëè b 6= 0, òî ïðè x 6= 0 óðàâíåíèå f(x) = b èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = 1
b
,

à x = 0 ðåøåíèåì íå ÿâëÿåòñÿ. Ò.å. èìååì ðîâíî îäíî ðåøåíèå.

Åñëè b = 0, òî ïðè x 6= 0 óðàâíåíèå f(x) = 0 íå èìååò ðåøåíèé, à x = 0 ðåøåíèåì
ÿâëÿåòñÿ. Ò.å. â ýòîì ñëó÷àå òîæå ðîâíî îäíî ðåøåíèå.

• Åñëè a > 0, òî óðàâíåíèå f(x) = ax + b èìååò äâà íåíóëåâûõ ðåøåíèÿ. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïðè x 6= 0 óðàâíåíèå çàïèøåòñÿ â âèäå 1

x
= ax + b ⇔ ax2 + bx − 1 = 0.

Äèñêðèìèíàíò çäåñü ñòðîãî ïîëîæèòåëåí, ïîýòîìó óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ, è
îíè îáà íå ðàâíû 0, ò.å. îáà ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ïîñêîëüêó
íåíóëåâûõ ðåøåíèé ðîâíî äâà, òî âñåãî ðåøåíèé íå ìåíåå äâóõ. (Îòìåòèì, ÷òî
ïðè b = 0 óðàâíåíèå èìååò òðè ðåøåíèÿ, ò.ê. x = 0 òàæêå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì.)

Êðèòåðèè. ¾Ñòàíäàðòíûì ïðèìåðîì¿ íàçûâàåì ôóíêöèþ f(x) =

1/x, x 6= 0;

0, x = 0.

(�) Íåâåðíûé îòâåò èëè îòñóòñòâèå îòâåòà.

(�.) Â êà÷åñòâå îòâåòà ïðèâåäåíà ôóíêöèÿ f(x) = 1/x áåç äîîïðåäåëåíèÿ â íóëå èëè ñ
íåïðàâèëüíûì äîîïðåäåëåíèåì, è áåç äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî óðàâíåíèå 1/x =

ax+ b ïðè a > 0 èìååò äâà ðåøåíèÿ.

(�/+) Ñòàíäàðòíûé ïðèìåð (èëè ïîõîæèé) çàäàí ãðàôèêîì, ñ ÿâíî äîáàâëåííîé èçîëè-
ðîâàííîé òî÷êîé, ñèìâîëèçèðóþùåé çíà÷åíèå â íóëå, íî áåç ôîðìóë,

èëè

ïðèâåä¼í îòâåò f(x) = 1/x áåç äîîïðåäåëåíèÿ â íóëå, íî ñ äîêàçàòåëüñòâîì òîãî,
÷òî óðàâíåíèå 1/x = ax+ b ïðè a > 0 èìååò äâà ðåøåíèÿ.

(+/2) Ïîñòðîåí ïðàâèëüíûé ïðèìåð (ôîðìóëîé èëè àëãîðèòìîì ïîñòðîåíèÿ) áåç îáîñ-
íîâàíèÿ èëè ñ íåâåðíûì îáîñíîâàíèåì (íàïðèìåð, îáîñíîâàíèå êàæäîãî ñâîéñòâà
çàìåíåíî åãî ïåðåôîðìóëèðîâêîé).



(+/�) Ïðàâèëüíûé ïðèìåð ñ ÷åòêèì è ïîëíûì îáîñíîâàíèåì âòîðîãî ñâîéñòâà, íî áåç
ïðàâèëüíîãî îáîñíîâàíèÿ òðåòüåãî ñâîéñòâà.

èëè

Îáîñíîâàíèå òðåòüåãî ñâîéñòâà îïèðàåòñÿ íà ñòðîãî íå îáîñíîâàííîå óòâåðæäåíèå,
÷òî ãðàôèê ëèíåéíîé ôóíêöèè ñ ïîëîæèòåëüíûì óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì èìååò
ïåðåñå÷åíèå ñ ãðàôèêîì 1/x êàê â ïåðâîé, òàê è â òðåòüåé ÷åòâåðòè (åñëè åñòü
îáîñíîâàíèå ñî ññûëêîé íà íåïðåðûâíîñòü è òåîðåìó î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè,
òî ýòî ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì äîêàçàòåëüñòâîì è îöåíèâàåòñÿ âûøå).

èëè

Èìååòñÿ ìíîãî (áîëüøå äâóõ) ìåëêèõ äåôåêòîâ, òèïà òåõ, ÷òî ïåðå÷èñëåíû â êðè-
òåðèè äëÿ (+.).

(+.) Ïðèìåð ñòðîèòñÿ â âèäå êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè; îáîñíîâàíèå îñíîâûâàåòñÿ
íà òîì, ÷òî îòðåçîê èëè ëîìàííàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ äâå òî÷êè, ëåæàùèå ïî ðàç-
íûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé, ïåðåñåêàåò ýòó ïðÿìóþ (äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà íå
òðåáóåòñÿ); íî ýòî îáîñíîâàíèå ñîäåðæèò íåçíà÷èòåëüíûå ïðîáåëû (íàïðèìåð, îò-
ñóòñòâóåò àêêóðàòíîå îáúÿñíåíèå òîãî, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ëîìàííàÿ óõîäèò íà áåñ-
êîíå÷íîñòü êàê ïî x, òàê è ïî y).

èëè

Ïðåäúÿâëåí ñòàíäàðòíûé ïðèìåð, íî â äîêàçàòåëüñòâå èìååòñÿ íå áîëåå äâóõ ìåë-
êèõ äåôåêòîâ, ê ïðèìåðó òàêèõ:

1. Èìååòñÿ íåâåðíîå óòâåðæäåíèå, îò êîòîðîãî ðåøåíèå â äåéñòâèòåëüíîñòè íå
çàâèñèò (òî åñòü ìîæíî âû÷åðêíóòü íåñêîëüêî ñòðîê, ñîäåðæàùèõ íåâåðíîå
óòâåðæäåíèå, è îñòàíåòñÿ ïðàâèëüíîå è ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî).

2. Íåò ïîëíîãî îáîñíîâàíèÿ òîãî, ÷òî ïðè ëþáîì b óðàâíåíèå f(x) = b èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (íàïðèìåð, îáîñíîâàíèå ïîäìåíåíî ïåðåôîðìóëèðîâ-
êîé òèïà �ôóíêöèÿ çàäàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå R íà ñåáÿ� èëè
�ãðàôèê ôóíêöèè èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñ êàæäîé ãîðèçîí-
òàëüíîé ïðÿìîé�).

3. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òðåòüåãî óñëîâèÿ äîêàçàíî, ÷òî äèñêðèìèíàíò ïîëó÷à-
þùåãîñÿ êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ïîëîæèòåëåí, íî íå îáúÿñíåíî, ÷òî êîðíè
åãî íåíóëåâûå, è òåì ñàìûì äåéñòâèòåëüíî äàþò äâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
1/x = ax+ b.

(+) Ïðåäúÿâëåí ïðàâèëüíûé ïðèìåð ôóíêöèè ñ ïîëíûì äîêàçàòåëüñòâîì âûïîëíåíèÿ
âñåõ òðåõ óñëîâèé.



6. à) Íàéòè õîòÿ áû äâà ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà n, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ
÷èñëî n2 + 2015n ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.
á) Íàéòè êîëè÷åñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ ÷èñëî n2 +

2015n ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

Îòâåò. à) Íàïðèìåð n = 496 è n = 10072 = 1014049. á) 13.

Ðåøåíèå. ÏÅÐÂÛÉ ÑÏÎÑÎÁ.

Ïóñòü n2 + 2015n = m2. Îáîçíà÷èì d =ÍÎÄ(n, 2015), n = dν, 2015 = dr. Òîãäà ν è
r âçàèìíî ïðîñòû, è

d2ν(ν + r) = m2.

Ïîñêîëüêó ν è ν + r âçàèìíî ïðîñòû, êàæäîå èç íèõ äîëæíî áûòü êâàäðàòîì íàòó-
ðàëüíîãî ÷èñëà, ò.å. ν = a2, ν + r = b2. Òîãäà r = (b− a)(b+ a).

à) Ïîëó÷èòü êàêèå-íèáóäü çíà÷åíèÿ n ìîæíî, âûáèðàÿ d, a, b ïî óêàçàííîé âûøå
ñõåìå. ×èñëî d ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà 2015 = 5 · 13 · 31. Íàïðèìåð âûáåðåì d = 1.
Òîãäà r = 2015 = (b− a)(b+ a). Ïóñòü b− a = 1, b+ a = 2015. Òîãäà b = 1008, a = 1007,

è ïîëó÷àåì ïåðâîå çíà÷åíèå n = a2d = 10072.

Âîçüì¼ì òåïåðü d = 31. Òîãäà r = 65 = (b − a)(b + a). Ïóñòü b − a = 5, b + a = 13.
Òîãäà b = 9, a = 4, n = a2d = 496.

á) Èç ïðèâåä¼ííîãî âûøå ðàññóæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî òàêàÿ ñõåìà äà¼ò âñå ðåøåíèÿ.
Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó d íå äåëèòñÿ íà êâàäðàò ïðîñòîãî ÷èñëà, ðàçíûì d, a áóäóò ñîîò-
âåòñòâîâàòü ðàçíûå n. Ïîñ÷èòàåì, ñêîëüêî âñåãî ðàçíûõ n ìîæíî ïîëó÷èòü. ×èñëî d
ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà 2015 = 5 · 13 · 31. Ðàññìîòðèì 4 ñëó÷àÿ:

• d = 1. Òîãäà r = 2015 = (b− a)(b + a). ×èñëî 2015 èìååò 8 ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé,
è çíà÷èò 4-ìÿ ñïîñîáàìè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå 2015 = (b − a)(b + a).
(Ó÷èòûâàÿ, ÷òî b−a < b+a). Äëÿ êàæäîãî òàêîãî ðàçëîæåíèÿ îáà ÷èñëà b−a, b+a
íå÷¼òíûå, à çíà÷èò îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàþòñÿ a, b. Çíàÿ a, b, d, îäíîçíà÷íî
íàõîäèì n = d · a2. Ò.å. â ýòîì ñëó÷àå èìååì 4 ðàçëè÷íûõ ÷èñëà n.

• d = 5, 13 èëè 31. Òîãäà r ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ïðîñòûõ ÷èñåë è ìîæåò
áûòü ðàçëîæåíî â âèäå r = (b − a)(b + a) äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ò.å. âñåãî 3 · 2 = 6

îòâåòîâ.

• d = 65, 155 èëè 403. Òîãäà r ïðîñòîå ÷èñëî, è ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî â âèäå
r = (b− a)(b+ a) åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì. Ò.å. åù¼ 3 îòâåòà.

• d = 2015. Òîãäà r = 1, è ðàâåíñòâî r = (b − a)(b + a) íåâîçìîæíî, ò.ê. a, b �
íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

Èòîãî 4+6+3=13 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë n.

ÂÒÎÐÎÉ ÑÏÎÑÎÁ.

Ïóñòü n2+2015n = m2. Óìíîæàÿ íà 4 è äîïîëíÿÿ äî ïîëíîãî êâàäðàòà ëåâóþ ÷àñòü,
ïðåîáðàçóåì ðàâåíñòâî ê âèäó

(2n+ 2015)2 = 4m2 + 20152 ⇒ (2n− 4m+ 2015)(2n+ 4m+ 2015) = 20152.



Îáîçíà÷àÿ 2n−4m+2015 = a, 2n+4m+2015 = b, ïîëó÷àåì, ÷òî âñå èñêîìûå çíà÷åíèÿ
n îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé

a < b, ab = 20152, n =
a+ b− 2 · 2015

4
.

à) Ïîëó÷èòü íåñêîëüêî êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé n ìîæíî, áåðÿ êîíêðåòíûå ðàçëîæåíèÿ
ab = 20152 = 52 · 132 · 312. Íàïðèìåð åñëè a = 1, b = 20152, òî n = 4060226. Åñëè
a = 25 · 31, b = 169 · 31, òî n = 496.

á) Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçëîæåíèÿ 20152 = ab ÷èñëî n, îïðåäåëÿåìîå ðàâåí-
ñòâîì n = a+b−2·2015

4
, öåëîå. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ab = 20152 ≡ 1( mod 4), ïîýòîìó

ëèáî a ≡ b ≡ 1( mod 4) ëèáî a ≡ b ≡ 3( mod 4). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ a+ b ≡ 2 ≡ 2 · 2015(
mod 4). Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî èñêîìûõ ÷èñåë n ðàâíî êîëè÷åñòâó ðàçëîæåíèé
ab = 20152, a < b. Âñåãî ó ÷èñëà 20152 ðîâíî 27 ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé. Îäèí èç íèõ
ðàâåí 2015, à îñòàëüíûå ñîáèðàþòñÿ â ïàðû (a, b), a < b, ab = 20152. Ñëåäîâàòåëüíî
êîëè÷åñòâî òàêèõ ïàð ðàâíî 27−1

2
= 13.

Êðèòåðèè.

(�)

(�.) Îäíî çíà÷åíèå â ïóíêòå à)

(�/+) Ïðàâèëüíî ðåø¼ííûé ïóíêò à)

(+/2) èëè (+/�) Ïóíêò à) è ïðîäâèæåíèÿ â ïóíêòå á) (â çàâèñèìîòè îò ïðîäâèæåíèé)

(+/�)

(+.)

(+) ÷èñòîå ðåøåíèå


